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 Fractions Continues ,  q -Nombres de Catalan et  q -Polyno ˆ  mes de
 Genocchi
 A RTHUR R ANDRIANARIVONY †
 In this paper , we propose to study the expansion of two continued fractions of Jacobi type
 and Stieltjes type into series . We also propose new  q -Catalan numbers and give a new
 combinatorial interpretation of Carlitz’s  q -Catalan numbers .
 Ö  1997 Academic Press Limited
 1 .  I INTRODUCTION
 Le but de cet article est d’e ´  tudier le de ´  veloppement en se ´  rie de la fraction continue
 de type Jacobi
 (1 . 1)
 I ( x ,  y ,  z ,  u ,  q ;  t )  5
 1
 1  2  xt  2
 uqt 2
 1  2  xuq  2 t  2
 u 3 q 3 (  y  1  zq 2 ) t 2
 ?  ?  ?
 1  2  xu n q 2 n t  2
 u 2 n 1 1 q 2 n 1 1 [ n  1  1] y ,zq 2 t
 2
 ?  ?  ?
 et de la fraction continue de type Stieltjes
 (1 . 2)
 G ( x ,  q ;  t )  5
 1
 1  2
 qt
 1  2
 q 2 (1  1  xq ) t
 ?  ?  ?
 1  2
 q 2 n 2 1 [ n ] 2 q t
 1  2
 q 2 n [ n ] q ([ n ] q  1  xq
 n ) t
 ?  ?  ?
 Dans les deux expressions ci-dessus , les notations suivantes ont e ´  te ´  utilise ´  es
 [ n ] q  5  1  1  q  1  ?  ?  ?  1  q
 n 2 1 ,
 [ n ] a , b  5  a
 n 2 1  1  a n 2 2 b  1  ?  ?  ?  1  b n 2 1 .
 Comme il est bien connu [9] , les coef ficients I n ( x ,  y ,  z ,  u ,  q ) dans le premier
 de ´  veloppement (I( x ,  y ,  z ,  u ,  q ;  t )  5  o n > 0  I n ( x ,  y ,  z ,  u ,  q ) t n ) et  G n ( x ,  q ) dans le second
 (G( x ,  q ;  t )  5  o n > 0  G n ( x ,  q ) t n )  sont des polyno ˆ  mes respectivement en les variables  x , y ,
 z , u , q  et  x , q  et sont entie `  rement de ´  termine ´  s par la donne ´  e de ces fractions continues .
 Dans des cas particuliers , ces coef ficients on e ´  te ´  de ´  ja `  e ´  tudie ´  s par certains auteurs . Par
 exemple , dans le premier de ´  veloppement , les cas  x  5  y  5  z  5  u  5  q  5  1 et  x  5  0 ,
 y  5  z  5  u  5  q  5  1 ont e ´  te ´  traite ´  s par Flajolet [9] . Il a interpre ´  te ´  I n  en termes
 d’involutions (avec point fixe dans le premier cas et sans point fixe dans le second) . Les
 cas  x  5  y  5  z  5  q  5  1 et  x  5  0 , y  5  z  5  q  5  1 ,  ont e ´  te ´  e ´  tudie ´  s par Franc ¸  on [11] . Les I n
 ont e ´  te ´  interpre ´  te ´  s en termes de polyno ˆ  mes ge ´  ne ´  rateurs sur les involutions (avec et
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 sans point fixe) suivant la statistique ‘ somme des pics de cycles moins somme des creux
 de cycles ’ .  Les cas  x  5  0 , z  5  u  5  q  5  1 et  x  5  0 , u  5  q  5  1 , z  5  y 2 ,  ont e ´  te ´  e ´  tudie ´  s par de
 Me ´  dicis et Viennot [15] . Les I n  ,  dans ces conditions , sont les moments des  q -polyno ˆ  mes
 de Hermite de 1-ie `  re et 2-ie `  me espe `  ces . Ces deux auteurs ont interpre ´  te ´  ces moments
 en termes de polyno ˆ  mes ge ´  ne ´  rateurs sur les involutions sans point fixe suivant les
 statistiques ‘ nombre de croisements ’ et ‘ nombre de paires imbrique ´  es ’ .
 Dans les second de ´  veloppement , le cas  x  5  q  5  1 a e ´  te ´  e ´  tudie ´  par Viennot [17] d’une
 part , et par Dumont et Zeng [8] d’autre part . Ils ont interpre ´  te ´  G n (1 ,  1) comme e ´  tant le
 nombre de Genocchi  G 2 n 1 2 .  Les deux derniers auteurs ont e ´  galement traite ´  le cas
 x  5  0 , q  5  1 et ont prouve ´  que G n (0 ,  1) est e ´  gal au nombre de Genocchi me ´  dian  H 2 n 1 1 .
 Rappelons que les nombres de Genocchi  G 2 n  ( n  >  1) sont de ´  finis classiquement par
 la relation [14]
 2 t
 e t  1  1
 5  t  2
 t 2
 2!
 1
 t 4
 4!
 2
 3 t 6
 6!
 1
 17 t 8
 8!
 2
 155 t 1 0
 (10)!
 1  ?  ?  ?  1  ( 2 1) n G 2 n
 t 2 n
 (2 n )!
 1  ?  ?  ?  ,
 et que , si ( e n , k ) n ,k > 0 de ´  signe la  matrice de Seidel  des nombres de Genocchi (cf . par
 exemple , [7] pour les proprie ´  te ´  s e ´  le ´  mentaires de cette matrice) , a `  savoir ,
 H e 0 , 0  5  0 ,  e 0 , 1  5  1 ,  e 0 , 2 k  5  ( 2 1) k G 2 k  ,  e 0 , 2 k 1 1  5  0  ( k  >  1) ,
 e n , k  5  e n 2 1 ,k  1  e n 2 1 ,k 1 1  ( k  >  0 ,  n  >  1) ,
 le nombre de Genocchi me ´  dian  H 2 n 1 1 est e ´  gal a `  ( 2 1) n e n ,n 1 1 .
 Voici le tableau des premie `  res valeurs des  H 2 n 1 1 :
 n  0  1  2  3  4  5
 H 2 n 1 1  1  1  2  8  56  608
 On doit a `  Dumont d’avoir de ´  montre ´  [5] que  G 2 n 1 2 est e ´  gal au nombre de  permutations
 de Genocchi  de [2 n ]  : 5  h 1 ,  2 ,  .  .  .  ,  2 n j ,  i . e . des permutations  τ  de [2 n ] telles que
 τ  (2 i  2  1)  .  2 i  2  1  et  τ  (2 i )  <  2 i  pour tout  i  P  [ n ] .  Re ´  cemment nous avons de ´  montre ´  dans
 [6] que  H 2 n 1 1 est e ´  gal au nombre de permutations de Genocchi sans point fixe de [2 n ] .
 Notre contribution ici consiste a `  interpre ´  ter les polyno ˆ  mes I n  et G n  en termes de
 polyno ˆ  mes ge ´  ne ´  rateurs respectivement sur l’ensemble Invol( n ) des involutions de [ n ]
 et sur l’ensemble  & 2 n  des permutations de Genocchi de [2 n ] par des suites de pre ´  dicats
 ge ´  ome ´  triques ainsi de ´  finis .
 E ´  tant donne ´  e une permutation  s  de [ n ] ,  on dira qu’un entier  i  (1  <  i  <  n ) est :
 (i)  un pic de cycle de  s  si  s  2 1 ( i )  ,  i  .  s  ( i ) ;
 (ii)  un creux de cycle de  s  si  s  2 1 ( i )  .  i  ,  s  ( i ) ;
 (iii)  une double monte ´  e de cycle de  s  si  s  2 1 ( i )  ,  i  ,  s  ( i ) ;
 (iv)  une double descente de cycle de  s  si  s  2 1 ( i )  .  i  .  s  ( i ) ;
 (v)  un point fixe de  s  si  s  ( i )  5  i .
 On note respectivement pc( s  ) et fix( s  ) le nombre de pics de cycles et le nombre de
 points fixes de  s .  On note D( s  ) la somme des pics de cycles de  s  moins la somme des
 creux de cycles de  s  ,  inv( s  ) le nombre de ses  in y  ersions ,  c’est-a `  -dire ,
 inv( s  )  5  u h ( i ,  j ) ;  1  <  i  ,  j  <  n ,  s  ( i )  .  s  (  j ) j u
 ou `  , dans la suite ,  u E u  de ´  signe le nombre d’e ´  le ´  ments d’un ensemble E . On doit a `  de
 Me ´  dicis et Viennot d’avoir de ´  fini [15] les statistiques ‘cr’ (nombre de  croisements ) et
 ‘pbr’ (nombre de  paires imbrique ´  es ) par
 cr( s  )  5  u h ( i ,  j ) ;  1  <  i  ,  j  ,  s  ( i )  ,  s  (  j )  <  n j u ,
 pbr( s  )  5  u h ( i ,  j ) ;  1  <  i  ,  j  ,  s  (  j )  ,  s  ( i )  <  n j u .
 Notre but principal est d’e ´  tablir les deux the ´  ore `  mes suivants .
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 T HE ´  ORE `  ME 1 . 1 .  Pour tout n  >  1 , on a l ’ interpre ´  tation sui y  ante :
 I n ( x ,  y ,  z ,  u ,  q )  5  O
 s P Invol( n )
 x fix( s  ) y  c r ( s ) z  pbr( s  ) u D ( s ) q inv( s  ) .
 T HE ´  ORE `  ME 1 . 2 .  Pour tout n  >  1 , on a l ’ interpre ´  tation sui y  ante :
 G n ( x ,  q )  5  O
 s P & 2 n
 x  fix( s  ) q inv( s  ) .
 Le point de de ´  part de toutes ces e ´  tudes combinatoires sur les fractions continues
 reste toujours le the ´  ore `  me de Flajolet [9] .
 E ´  tant donne ´  un chemin de Motzkin  g  ,  si on associe la lettre  a k  (resp .  b k  , c k ) a `  une
 monte ´  e (resp . une descente , un palier) de  g  de niveau  k ,  on appelle valuation de  g  et
 on note  y  ( g  ) le produit des lettres associe ´  es a `  ses pas .
 T HE ´  ORE `  ME 1 . 3 (Flajolet) .  La se ´  rie ge ´  ne ´  ratrice ordinaire des  y  aluations des chemins
 de Motzkin de longueur n admet le de ´  y  eloppement en fraction continue sui y  ant :
 1  1  O
 n > 1
 S  O
 g P } ( n )
 y  ( g  ) D t n  5  1  ,
 1  2  c 0 t  2
 a 0 b 1 t
 2
 1  2  c 1 t  2
 a 1 b 2 t
 2
 ?  ?  ?
 1  2  c n t  2
 a n b n 1 1 t
 2
 ?  ?  ?
 ou `   } ( n )  de ´  signe l ’ ensemble des chemins de Motzkin de longueur n .
 Il s’agit ensuite de construire une correspondance entre l’ensemble des chemins de
 Motzkin et une certaine classe de permutations . On doit a `  Biane d’avoir construit une
 bijection [2] entre l’ensemble des chemins marque ´  s et l’ensemble  S n des permutations
 de [ n ] .
 Rappelons tout d’abord qu’un  chemin de Motzkin  de longueur  n  est une suite
 c  5  ( c 0  ,  c 1  ,  .  .  .  ,  c n )  de  n  1  1 entiers telle que :
 (i)  c i  >  0 pour tout  i  P  h 0 ,  1 ,  .  .  .  ,  n j ;
 (ii)  u c i  2  c i 2 1 u  <  1 pour tout  i  P  [ n ] ;
 (iii)  c 0  5  c n  5  0 .
 Le couple ( c i 2 1 ,  c i ) est la  i - e` me e ´  tape  ou l’ e´ tape de position i  du chemin ,  c i 2 1 son  ni y  eau .
 On dit que cette e ´  tape est une  monte ´  e  (resp . une  descente ,  un  palier ) si  c i  5  c i 2 1  1  1
 (resp .  c i  5  c i 2 1  2  1 , c i  5  c i 2 1 ) .  On note Mont( c ) (resp . Des( c ) ,  Pal( c )) l’ensemble des
 i  P  [ n ]  tels que la  i -e `  me e ´  tape est une monte ´  e (resp . une descente , un palier) de  c .  Un
 chemin de Motzkin sans palier est appele ´   chemin de Dyck .
 Un chemin marque ´  de longueur  n  est un couple ( c ,  j  ) ou `   c  5  ( c 0  ,  .  .  .  ,  c n )  P  } ( n ) et
 j  5  ( j  1  ,  .  .  .  ,  j n )  une suite de  n  e ´  le ´  ments de  N 2 telle que , pour tout  i  P  [ n ] :
 (i)  i  P  Mont( c )  ï  j i  5  (0 ,  0) ;
 (ii)  i  P  Des( c )  ï  j i  P  [ c i 2 1 ]  3  [ c i 2 1 ] ;
 (iii)  i  P  Pal( c )  ï  j i  P  h 0 j  3  [ c i 2 1  1  1]  <  [ c i 2 1 ]  3  h 0 j .
 T HE ´  ORE `  ME 1 . 4 (Biane) .  Il existe une bijection  w :  ( c ,  j  )  S  s  de l ’ ensemble des
 chemins marque ´  s de longueur n sur l ’ ensemble  S n des permutations de  [ n ] , ayant les
 proprie ´  te ´  s sui y  antes :
 (i)  i est un creux de cycle de  s  ssi  j i  5  (0 ,  0) ;
 (ii)  i est un pic de cycle de  s  ssi  j i  P  [ c i 2 1 ]  3  [ c i 2 1 ] ;
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 (iii)  i est une double monte ´  e de cycle de  s  ssi  j i  P  [ c i 2 1 ]  3  h 0 j ;
 (iv)  i est une double descente de cycle de  s  ssi  j i  P  h 0 j  3  [ c i 2 1 ] ;
 (v)  i est un point fixe de  s  ssi  j i  5  (0 ,  c i 2 1  1  1) .
 De plus ,
 inv( s  )  5  O
 i P Des( c )
 ( u j i u  1  2 c i 2 1  2  3)  1  O
 i P Pal( c )
 ( u j i u  1  c i 2 1  2  1)
 ou `   u ( k ,  l ) u  5  k  1  l .
 R EMARQUE .  (1) Pour la commodite ´  , nous avons modifie ´  la de ´  finition du  chemin
 marque ´   donne ´  e par Biane .
 (2)  D’apre `  s la construction de la bijection  w ,
 c i  5  u h  j  <  i ;  s  (  j )  .  i j u  5  u h  j  <  i ;  s  2 1 (  j )  .  i j u  (1 . 3)
 et , si  j i  5  ( j  2 i  ,  j  1 i  ) et  j  2 i  ?  0 (resp .  j  1 i  ?  0) ,  alors
 j  2 i  5  u h  j ;  j  <  s  2 1 ( i ) ,  s  (  j )  >  i j u
 (1 . 4)
 (resp .  j  1 i  5  u h  j ;  j  <  s  ( i ) ,  s  2 1 (  j )  >  i j u ) .
 Le The ´  ore `  me 1 . 1 , de ´  montre ´  dans le paragraphe 3 , repose sur ces deux derniers
 the ´  ore `  mes . En fait , nous n’avons besoin que de la bijection de Biane restreinte a `
 l’ensemble des involutions dont nous rappelons la construction dans le paragraphe 2 .
 Le The ´  ore `  me 1 . 2 repose e ´  galement sur le The ´  ore `  me 1 . 3 et sera de ´  montre ´  dans le
 paragraphe 6 ou `  nous allons construire une bijection entre  & 2 n  et une certaine classe de
 chemins value ´  s en utilisant une me ´  thode qui ressemble a `  peu pre `  s a `  celle utilise ´  e par
 Foata et Zeilberger dans [10] .
 Comme conse ´  quences , le The ´  ore `  me 1 . 1 nous permet de retrouver la formule
 obtenue par de Me ´  dicis et Viennot [15] (voir Proposition 4 . 2) , et nous fournit , d’une
 part , des proprie ´  te ´  s intrinse `  ques de plusieurs spe ´  cialisations des polyno ˆ  mes
 I n ( x ,  y ,  z ,  u ,  q )  qui ont me ´  rite ´  une e ´  tude particulie `  re propose ´  e dans le paragraphe 4 , et ,
 d’autre part , de nouvelles interpre ´  tations combinatoires du  q -analogue des nombres de
 Catalan de Carlitz C ˜  n ( q ) de ´  fini par
 C ˜  n ( q )  5  O
 0 < k < n 2 1
 q k C ˜  k ( q ) C ˜  n 2 1 2 k ( q )  ( C ˜  0 ( q )  5  1) ,  (1 . 5)
 que nous verrons dans le paragraphe 5 . Ces  q -nombres de Catalan ont e ´  te ´  introduits
 par Carlitz et Riordan [3] et ont e ´  te ´  e ´  tudie ´  s par Carlitz et Scoville [4] , Fu ¨  rlinger et
 Hofbauer [12] , Andrews [1] , puis Rawlings [16] , et enfin Krattenthaler [13] .
 Pour terminer , le The ´  ore `  me 1 . 2 nous permet de retrouver les de ´  veloppements en
 fractions continues des se ´  ries ge ´  ne ´  ratrices ordinaires des nombres de Genocchi et des
 nombres de Genocchi me ´  dians (voir Proposition 6 . 4) .
 2 .  L A B IJECTION  DE B IANE
 Soient  τ  une involution de [ n ] et ( c ,  j  ) son chemin marque ´  associe ´  par  w .  Comme  τ
 n’a ni double monte ´  e , ni double descente , alors
 pour  tour  i  P  [ n ]  ( i  P  Pal( c )  ï  s  ( i )  5  i ) .
 En outre , d’apre `  s (1 . 4) , on a :
 pour  tout  i  P  Des( c ) ,  j  2 i  5  j
 1
 i  .
 D E ´  FINITION 2 . 1 .  Un  chemin simplement marque ´   de longueur  n  est un couple ( c ,  a  ) 
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 ou `   c  5  ( c 0  ,  .  .  .  ,  c n ) est un chemin de Motzkin de longueur  n  et  a  5  ( a  1  ,  .  .  .  ,  a n ) une
 suite de  n  entiers  >  0 telle que , pour tout  i  P  [ n ] :
 (i)  i  P  Mont( c )  ï  a i  5  0 ;
 (ii)  i  P  Des( c )  ï  a i  P  [ c i 2 1 ] ;
 (iii)  i  P  Pal( c )  ï  a i  5  c i 2 1  1  1 .
 Notons  inj  l’application de l’ensemble des chemins simplement marque ´  s de longueur
 n  dans l’ensemble des chemins marque ´  s de longueur  n  qui , a `  ( c ,  a  ) ,  fait correspondre
 ( c ,  j  )  telle que
 j i  5  5  (0 ,  0) ( a i  ,  a i )
 (0 ,  c i 2 1  1  1)
 si  a i  5  0 ;
 si  1  <  a i  <  c i 2 1 ;
 si  a i  5  c i 2 1  1  1 .
 (2 . 1)
 La construction que nous donnons ci-apre `  s est celle de  F  5  w  +  inj ,  ou `   w  est la bijection
 de Biane . Elle envoie donc les chemins simplement marque ´  s de longueur  n  sur les
 involutions de [ n ] .
 Construction de  F .  Pour la commodite ´  , on conside `  re l’ensemble des involutions d’un
 ensemble  U  5  h u 1  ,  u 2  ,  .  .  .  ,  u n j  totalement ordonne ´  ( u 1  ,  u 2  ,  .  .  .  ,  u n ) .
 Soit ( c ,  a  ) un chemin simplement marque ´  de longueur  n .  On de ´  finit l’involution
 τ  5  F ( c ,  a  )  de U par l’algorithme suivant .
 La premie `  re e ´  tape consiste a `  tracer un point note ´   u 1  .  On l’entoure ensuite d’un petit
 cercle si 1  P  Pal( c ) .
 A l’e ´  tape  i  de l’algorithme , on trace un point note ´   u i  a` droite du pre ´  ce ´  dent puis :
 (1)  si  i  P  Mont( c ) ,  on ne trace rien ;
 (2)  si  i  P  Pal( c ) ,  on entoure  u i  d’un petit cercle ;
 (3)  si  i  P  Des( c ) ,  on trace un arc de sommets  u i  et  u k i  ,  ou `   u k i  est le  a i -ie `  me point de U
 qui n’est pas encore entoure ´  d’un cercle , ni sommet d’un arc .
 Comme  c i  est e ´  gal a `  la dif fe ´  rence du nombre de monte ´  es et du nombre de descentes
 des  i  premie `  res e ´  tapes de  c ,  tout point de U est , soit entoure ´  d’un cercle , soit sommet
 d’un arc apre `  s la  n -ie `  me e ´  tape de l’algorithme . On de ´  finit alors  τ  par :
 (i)  τ  ( u i )  5  τ
 2 1 ( u i )  5  u i  si  u i  est entoure ´  d’un cercle ;
 (ii)  τ  ( u i )  5  τ
 2 1 ( u i )  5  u j  si  u i  et  u j  sont sommets d’un me ˆ  me arc .
 T HE ´  ORE `  ME 2 . 2 .  L ’ application  F  ainsi de ´  finie est une bijection de l ’ ensemble des
 chemins simplement marque ´  s de longueur n sur  Invol( n )  telle que , si  τ  5  F ( c ,  a  ) , alors :
 (P 1 )  i est un creux de cycle de  τ  ssi  a i  5  0 ;
 (P 2 )  i est un pic de cycle de  τ  ssi  a i  P  [ c i 2 1 ] ;
 (P 3 )  i est un point fixe de  τ  ssi  a i  5  c i 2 1  1  1 .
 D E ´  MONSTRATION .  Il est clair que  F  ve ´  rifie les proprie ´  te ´  s (P 1 ) , (P 2 ) et (P 3 ) . Montrons
 qu’elle est bijective . Pour cela , nous allons construire sa re ´  ciproque (voir exemple) .
 Soit  τ  une involution de U . De ´  signons par  τ i  l’application de U i  5  h u 1  ,  u 2  ,  .  .  .  ,  u i j
 dans U i  <  h  `  j  (1  <  i  <  n ) de ´  finie par
 τ i ( u )  5 H τ  ( u )
 `
 si  τ  ( u )  P  U i  ;
 si  τ  ( u )  ¸  U i ;
 pour  tout  u  P  U i  .
 Soit  c i  le nombre de points  u  de U i  tels que  τ i ( u )  5  `   ( c 0  5  0) .  Il est clair que
 c  5  ( c 0  ,  c 1  ,  .  .  .  ,  c n )  est un chemin de Motzkin de longueur  n .
 D’autre part :
 (1)  si  τ i ( u i )  5  `  ,  on pose  a i  5  0 ;
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 (2)  si  τ i ( u i )  5  u i  ,  on pose  a i  5  c i 2 1  1  1 ;
 (3)  si  τ i ( u i )  5  u j  (  j  ,  i ) ,  on pose  a i  5  u h k  <  j ;  τ  i 2 1 ( u k )  5  `  j u .
 Il en re ´  sulte que ( c ,  a  ) est un chemin simplement marque ´  de longueur  n  et l’application
 τ  S  ( c ,  a  ) est bien la re ´  ciproque de  F .  h
 E XEMPLE .  Soit  τ  5  (16)(24)(3)(58)(7) une involution de [8] . Voici les e ´  tapes de
 l’algorithme (inverse) :
 τ  1  5 S  1
 `
 D  5  ( c 1  ,  a  1 )  5  (1 ,  0) ,
 τ  2  5 S  1
 `
 2
 `
 D  5  ( c 2  ,  a  2 )  5  (2 ,  0) ,
 τ  3  5 S  1
 `
 2
 `
 3
 3
 D  5  ( c 3  ,  a  3 )  5  (2 ,  3) ,
 τ  4  5 S  1
 `
 2
 4
 3
 3
 4
 2
 D  5  ( c 4  ,  a  4 )  5  (1 ,  2) ,
 τ  5  5 S  1
 `
 2  3  4
 4  3  2
 5
 `
 D  5  ( c 5  ,  a  5 )  5  (2 ,  0) ,
 τ  6  5 S 1 6  2  3  4 4  3  2  5 `  6 1 D  5  ( c 6  ,  a  6 )  5  (1 ,  1) ,
 τ  7  5 S 1  2  3  4 6  4  3  2  5 `  6  7 1  7 D  5  ( c 7  ,  a  7 )  5  (1 ,  2) ,
 τ  8  5 S 1  2  3  4  5  6  7  8 6  4  3  2  8  1  7  5 D  5  ( c 8  ,  a  8 )  5  (0 ,  1) .
 Son chemin simplement marque ´  associe ´  est donc
 ( c ,  a  )  5  ((0 ,  1 ,  2 ,  2 ,  1 ,  2 ,  1 ,  1 ,  0) ,  (0 ,  0 ,  3 ,  2 ,  0 ,  1 ,  2 ,  1)) .
 3 .  D E ´  MONSTRATION  DU T HE ´  ORE `  ME 1 . 1
 La bijection de Biane , modifie ´  e au paragraphe 2 , nous permet maintenant de
 prendre en charge les statistiques ‘cr’ , ‘pbr’ et ‘D’ de ´  finies dans l’introduction et
 d’e ´  tablir le The ´  ore `  me 1 . 1 .
 P ROPOSITION 3 . 1 .  Si le chemin simplement marque ´   ( c ,  a  )  est en y  oye ´  par  F  sur
 l ’ in y  olution  τ  5  F ( c ,  a  ) , alors
 cr( τ  )  5  O
 i P Des( c )
 ( c i 2 1  2  a i ) ,  pbr( τ  )  5  O
 i P Des( c )
 ( a i  2  1) ,  (3 . 1)
 inv( τ  )  5  O
 i P Des( c )
 (2 c i 2 1  1  2 a i  2  3)  1  O
 i P Pal( c )
 2 c i 2 1 ,  (3 . 2)
 D( τ  )  5  c 0  1  c 1  1  ?  ?  ?  1  c n .  (3 . 3)
 D E ´  MONSTRATION .  Soient  τ  P  Invol( n ) et ( c ,  a  )  5  F 2 1 ( τ  ) .
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 (a)  D’apre `  s la construction de  F , on a :
 c i 2 1  5  u h  j ;  j  ,  i ,  τ  (  j )  >  i j u  (1  <  i  <  n ) ,
 a i  5  u h  j ;  j  <  τ  ( i ) ,  τ  (  j )  >  i j u  5  1  1  u h  j ;  j  ,  τ  ( i ) ,  τ  (  j )  .  i j u  ( i  P  Des( c )) .
 Il en re ´  sulte que , pour tout  i  P  Des( c ) ,
 c i 2 1  2  a i  5  u h  j ;  τ  ( i )  ,  j  ,  i  <  τ  (  j ) j u  5  u h l ;  τ  ( i )  ,  τ  ( l )  ,  i  ,  l j u ,
 a i  2  1  5  u h  j ;  j  ,  τ  ( i )  ,  i  ,  τ  (  j ) j u  5  u h l ;  τ  ( l )  ,  τ  ( i )  ,  i  ,  l j u .
 Or , puisque  τ  5  τ  2 1 ,  on a
 cr( τ  )  5  u h ( i ,  j ) ;  τ  ( i )  ,  τ  (  j )  ,  i  ,  j j u  5 O
 i
 u h  j ;  τ  ( i )  ,  τ  (  j )  ,  i  ,  j j u ,
 pbr( τ  )  5  u h ( i ,  j ) ;  τ  (  j )  ,  τ  ( i )  ,  i  ,  j j u  5 O
 i
 u h  j ;  τ  (  j )  ,  τ  ( i )  ,  i  ,  j j u .
 Donc on obtient la relation (3 . 1) .
 (b)  On peut e ´  crire
 inv( τ  )  5  O
 j , τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  ( i )  .  τ  (  j ) j u  1  O
 j 5 τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  ( i )  .  j j u  1  O
 j . τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  ( i )  .  τ  (  j ) j u .
 Notons respectivement A , B et C les trois sommes du second membre . On a :
 A  5  u h ( i ,  j ) ;  i  ,  j  ,  τ  (  j )  ,  τ  ( i ) j u  5  pbr( τ  ) ,
 B  5  O
 j 5 τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  ( i )  >  j j u  5  O
 j P Pal( c )
 c j 2 1 ,
 C  5  O
 j . τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  ( i )  >  j  ou  j  .  τ  ( i )  .  τ  (  j ) j u
 5  O
 j . τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  ( i )  >  j j  1  O
 j . τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  (  j )  ,  τ  ( i )  ,  j j u .
 Or la dernie `  re somme peut s’e ´  crire
 O
 j . τ  (  j )
 u h i  ,  j ;  τ  (  j )  ,  τ  ( i )  ,  j j u  5  u h ( i ,  j ) ;  i  ,  τ  (  j )  ,  τ  ( i )  ,  j j u  1  u h ( i ,  j ) ;  τ  (  j )  ,  i  <  τ  ( i )  ,  j j u
 1  u h ( i ,  j ) ;  τ  (  j )  ,  τ  ( i )  ,  i  ,  j j u  5  cr( τ  )  1  2pbr( τ  )  1  O
 i 5 τ  ( i )
 u h l  ,  i ;  τ  ( l )  >  i j u .
 D’ou `
 C  5  cr( τ  )  1  2  pbr( τ  )  1  O
 j P Des( c )
 c j 2 1  1  O
 j P Pal( c )
 c j 2 1 .
 Par suite , on a
 inv( τ  )  5  cr( τ  )  1  3  pbr( τ  )  1  O
 j P Des( c )
 c j 2 1  1  2  O
 j P Pal( c )
 c j 2 1 .
 En remplac ¸  ant cr( τ  ) et pbr( τ  ) par leurs valeurs , on obtient la relation (3 . 2) .
 ¸¸
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 (c)  Enfin , nous allons de ´  montrer la relation (3 . 3) par re ´  currence sur  n .  La de ´  finition
 2 . 1 et les proprie ´  te ´  s (P 1 ) et (P 2 ) du The ´  ore `  me 2 . 2 nous permettent d’e ´  crire :
 D ( τ  )  5  O
 i P Des( c )
 i  2  O
 i P Mont( c )
 i .
 Supposons que , pour tout chemin de Motzkin  c  5  ( c 0  ,  .  .  .  ,  c l ) de longueur  l  ,  n ,  on ait
 O
 i P Des( c )
 i  2  O
 i P Mont( c )
 i  5  c 0  1  c 1  1  ?  ?  ?  1  c l  .
 Soient  c  5  ( c 0  ,  .  .  .  ,  c n ) un chemin de longueur  n  et  k  le plus petit entier  .  0 tel que
 c k  5  0 .
 Si  k  5  1 ,  posons  c 9 i  5  c i 1 1 pour tout  i  P  h 0 ,  1 ,  .  .  .  ,  n  2  1 j .  Alors  c 9  5  ( c 9 0 ,  .  .  .  ,  c 9 n 2 1 ) est
 un chemin de Motzkin de longueur  n  2  1 tel que
 H i  P  Des( c )
 i  P  Mont( c )
 ï  i  2  1  P  Des( c 9 ) ;
 ï  i  2  1  P  Mont( c 9 ) .
 Par conse ´  quent ,
 O
 i P Des( c )
 i  2  O
 i P Mont( c )
 i  5  O
 i P Des( c 9 )
 ( i  1  1)  2  O
 i P Mont( c 9 )
 ( i  1  1) .
 Or , pour tout chemin de Motzkin  g  ,  u Des( g  ) u  5  u Mont( g  ) u .  Donc , en appliquant
 l’hypothe `  se de re ´  currence a `   c 9 ,  on a
 O
 i P Des( c )
 i  2  O
 i P Mont( c )
 i  5  c 9 0  1  c 9 1  1  ?  ?  ?  1  c 9 n 2 1  5  c 0  1  c 1  1  ?  ?  ?  1  c n .
 Si  k  .  1 ,  posons
 c 9 i  5  c i 1 1  2  1  (0  <  i  <  k  2  2) ,  c j 0  5  c j 1 k  (0  <  j  <  n  2  k ) .
 Alors  c 9  5  ( c 9 0 ,  .  .  .  ,  c 9 k 2 2 ) et  c 0  5  ( c 0 0  ,  .  .  .  ,  c 0 n 2 k ) sont des chemins de Motzkin de
 longueurs  ,  n ,  (voir , par exemple , Figure 1) tels que
 H i  P  Des( c )  ï  i  5  k  ou  ( i  ,  k  et  i  2  1  P  Des( c 9 ))  ou  ( i  .  k  et  i  2  k  P  Des( c 0 )) ;
 i  P  Mont( c )  ï  i  5  1  ou  (1  ,  i  ,  k  et  i  2  1  P  Mont( c 9 ))  ou  ( i  .  k  et  i  2  k  P  Mont( c 0 )) .
0 9
(c)
14
0 7
(c')
50
(c")
 F IGURE 1 .
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 Par suite ,
 O
 i P Des( c )
 i  2  O
 i P Mont( c )
 i  5 F k  1  O
 i P Des( c 9 )
 ( i  1  1)  1  O
 i P Des( c 0 )
 ( i  1  k ) G
 2 F 1  1  O
 i P Mont( c 9 )
 ( i  1  1)  1  O
 i P Mont( c 0 )
 ( i  1  k ) G
 5  k  2  1  1 S  O
 i P Des( c 9 )
 i  2  O
 i P Mont( c 9 )
 i D  1 S  O
 i P Des( c 0 )
 i  2  O
 i P Mont( c 0 )
 i D .
 D’ou `
 O
 i P Des( c )
 i  2  O
 i P Mont( c )
 i  5  k  2  1  1  c 9 0  1  c 9 1  1  ?  ?  ?  1  c 9 k 2 2  1  c 0 0  1  c 0 1  1  ?  ?  ?  1  c 0 n 2 k .
 Il suf fit alors de remplac ¸  er les  c 9 i   et  c 0 j  par leurs valeurs .  h
 P ROPOSITION 3 . 2 .  Soient c un chemin de Motzkin de longueur n et  #  l ’ ensemble des
 in y  olutions de  [ n ]  associe ´  es a `  c par la bijection  F . Alors
 m  ( c )  : 5  O
 τ  P #
 x  fix( τ  ) y  cr( τ  ) z pbr( τ  ) u D( τ  ) q inv( τ  )  5  P n
 i 5 1
 m i ( c )
 ou `
 m i ( c )  5 5  u
 c i 2 1
 u c i 2 1 q 2 c i 2 1 2 1 [ c i 2 1 ] y ,zq 2
 xu c i 2 1 q 2 c i 2 1
 si  i  P  Mont( c ) ;
 si  i  P  Des( c ) ;
 si  i  P  Pal( c ) .
 D E ´  MONSTRATION .  Soit  τ  P  Invol( n ) ,  τ  5  F ( c ,  a  ) .  D’apre `  s le The ´  ore `  me 2 . 2 et la
 Proposition 3 . 1 , on a :
 x fix( τ  ) y  cr( τ  ) z pbr( τ  ) u D( τ  ) q inv( τ  )
 5 S  P
 i P Pal( c )
 xu c i 2 1 q 2 c i 2 1 D S  P
 i P Mont( c )
 u c i 2 1 D S  P
 i P Des( c )
 y c i 2 1 2 a i z  a i 2 1 u c i 2 1 q 2 c i 2 1 1 2 a i 2 3 D .
 Par conse ´  quent ,
 m  ( c )  5 S  P
 i P Pal( c )
 xu c i 2 1 q 2 c i 2 1 D S  P
 i P Mont( c )
 u c i 2 1 D S  P
 i P Des( c )
 O
 a i P [ c i 2 1 ]
 y c i 2 1 2 a i z a i 2 1 u c i 2 1 q
 2 c i 2 1 1 2 a i 2 3 D .
 Apre `  s simplification , on obtient le re ´  sultat .  h
 On obtient alors le The ´  ore `  me 1 . 1 en appliquant le The ´  ore `  me 1 . 3 avec
 a n  5  u
 n ,  b n  5  u
 n q 2 n 2 1 [ n ] y ,zq 2 ,  c n  5  xu
 n q 2 n .  h
 4 .  Q UELQUES P ROPRIE ´  TE ´  S  DES S PE ´  CIALISATIONS  DE I n ( x ,  y ,  z ,  u ,  q )
 Nous allons d’abord e ´  tablir des relations entre les statistiques ‘cr’ , ‘pbr’ , ‘D’ , ‘inv’ et
 ‘pc’ .
 P ROPOSITION 4 . 1 .  Pour toute in y  olution  τ  , on a :
 2(D( τ  )  2  cr( τ  ))  5  pc( τ  )  1  inv( τ  ) .  (4 . 1)
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 De plus , si  τ  est une in y  olution sans point fixe de  [2 n ] , alors
 2(cr( τ  )  1  pbr( τ  ))  5  D( τ  )  2  n ,  (4 . 2)
 inv( τ  )  2  2pbr( τ  )  5  D( τ  ) .  (4 . 3)
 D E ´  MONSTRATION .  Soient  τ  P  Invol( n ) et ( c ,  a  )  5  F 2 1 ( τ  ) .  Les relations (3 . 1) et (3 . 3)
 entraı ˆ nent que
 2(D( τ  )  2  cr( τ  ))  5  O
 i P Mont( c )
 2 c i 2 1  1  O
 i P Des( c )
 2 a i  1  O
 i P Pal( c )
 2 c i 2 1 .
 Or , dans un chemin de Motzkin , le nombre de descentes de niveau  k  est e ´  gal au
 nombre de monte ´  es de niveau  k  2  1 .  Donc
 O
 i P Mont( c )
 c i 2 1  5  O
 i P des( c )
 ( c i 2 1  2  1) .
 Par conse ´  quent ,
 2(D( τ  )  2  cr( τ  ))  5  O
 i P Des( c )
 (2 c i 2 1  1  2 a i  2  2)  1  O
 i P Pal( c )
 2 c i 2 1 ,
 c’est-a `  -dire , en tenant compte de la relation (3 . 2) ,
 2(D( τ  )  2  cr( τ  ))  5  inv( τ  )  1  u Des( c ) u  5  inv( τ  )  1  pc( τ  ) .
 Les relations (4 . 2) et (4 . 3) se de ´  montrent de la me ˆ  me fac ¸  on .  h
 R EMARQUE .  La relation (4 . 1) entraı ˆ ne que le polyno ˆ  me I n (1 ,  x 2 2 ,  1 ,  x  2 ,  x 2 1 )
 de ´  nombre les involutions de [ n ] selon le nombre de leurs pics de cycles .
 P ROPOSITION 4 . 2 .  On a les proprie ´  te ´  s sui y  antes :
 (i)  Pour tout n  >  0 , on a :
 I n ( x ,  yq
 2 ,  z ,  u ,  q )  5  I n ( x ,  zq
 2 ,  y ,  u ,  q ) ,  (4 . 4)
 I n (0 ,  0 ,  zq
 2 2 ,  u ,  q )  5  I n (0 ,  0 ,  zu
 2 2 ,  q ,  u ) ,  (4 . 5)
 I n (0 ,  y ,  0 ,  u ,  q )  5  I n (0 ,  y ,  0 ,  q ,  u ) .  (4 . 6)
 (ii)  En posant  K n ( x )  5  I n ( x ,  y
 2 ,  0 ,  u ,  q ) ,  K n ( x )  satisfait la relation  ( n  >  2)
 K n ( x )  5  x K n 2 1 ( x )  1  O
 o < j < n 2 2
 q j 1 1 y j u j 1 1 K j ( xqy
 2 1 )K n 2 2 2 j ( x )  (4 . 7)
 a y  ec  K 0 ( x )  5  1  et  K 1 ( x )  5  x .
 En particulier , les polyno ˆ  mes  M n ( x ) ( n  >  2)  de ´  finis par la re ´  currence
 M n ( x )  5  x M n 2 1 ( x )  1  O
 o < k < n 2 2
 M k ( x )M n 2 k 2 2 ( x )  (4 . 8)
 a y  ec  M 0 ( x )  5  1  et  M 1 ( x )  5  x , e ´  nume `  rent les in y  olutions sans paire imbrique ´  e  ( resp . sans
 croisement ) selon le nombre de leurs points fixes .
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 D E ´  MONSTRATION .  La relation (4 . 4) se de ´  duit facilement des proprie ´  te ´  s de la fraction
 continue (1 . 1) en remarquant que [ n ] a , b  5  [ n ] b , a  .
 Les relations (4 . 5) et (4 . 6) sont des conse ´  quences imme ´  diates du The ´  ore `  me 1 . 1 et de
 la relation (4 . 3) .
 Posons maintenant
 f  ( x  ;  t )  5  O
 n > 0
 K n ( x ) t
 n .  (4 . 9)
 Alors on a
 f  ( x  ;  t )  5
 1
 1  2  xt  2  uqt 2 f  ( x ;  t ) f  ( qxy 2 1 ;  qyut )
 ou encore
 (1  2  xt ) f  ( x  ;  t )  2  uqt 2 f  ( x ;  t ) f  ( qxy 2 1 ;  qyut )  5  1 .  (4 . 10)
 En substituant (4 . 9) dans (4 . 10) et en identifiant les coef ficients de  t n ,  on obtient la
 relation (4 . 7) .
 Enfin , en comparant les relations (4 . 7) et (4 . 8) , on a M n ( x )  5  I n ( x ,  1 ,  0 ,  1 ,  1) .  Donc ,
 en vertu de la relation (4 . 4) et du The ´  ore `  me 1 . 1 , M n ( x ) e ´  nume `  re les involutions sans
 paire imbrique ´  e (resp . sans croisement) de [ n ] selon le nombre de leurs points fixes .
 h
 Dans le The ´  ore `  me 1 . 1 , en prenant  x  5  0 , z  5  u  5  q  5  1 , y  5  q  puis  x  5  0 , y  5  u  5  q  5
 1 , z  5  q  et enfin  x  5  0 , u  5  q  5  1 , y  5  q  et  z  5  q 2 ,  nous retrouvons la formule de de
 Me ´  dicis et Viennot suivante [15] .
 P ROPOSITION 4 . 2  Si h I n ,q et h II n ,q de ´  signent respecti y  ement les moments des q -
 polyno ˆ  mes de Hermite de  1- e` re et  2- e` me espe `  ces , alors
 h I 2 n ,q  5 O  q cr( τ  )  5 O  q pbr( τ  ) ,  h II 2 n ,q  5 O  q cr( τ  ) 1 2pbr( τ  )
 ou ´  les sommations sont e ´  tendues a `  toutes les in y  olutions sans point fixe de  [2 n ] .
 C OROLLAIRE 4 . 3 .  On a l ’ identite ´  :
 h II 2 n ,q 2  5  q
 2 n  O
 τ
 q inv( τ  )
 ou `  la sommation est e ´  tendue a `  toutes les in y  olutions sans point fixe de  [2 n ] .
 D E ´  MONSTRATION .  D’apre `  s les relations (4 . 2) et (4 . 3) , on a
 2(cr( τ  )  1  2  pbr( τ  ))  5  inv( τ  )  2  n .
 D’ou `  le re ´  sultat .  h
 5 .  q - ANALOGUES DES N OMBRES  DE C ATALAN
 Dans cette partie , on se propose d’e ´  tudier le polyno ˆ  me C n ( x ,  y ,  z ) de ´  fini par
 C n ( x ,  y ,  z )  5  I 2 n (0 ,  0 ,  x ,  y ,  z )
 et de donner d’autres interpre ´  tations combinatoires aux polyno ˆ  mes C ˜  n ( q ) de ´  finis par la
 relation (1 . 5) .
 Notons  7 2 n  l’ensemble des involutions sans point fixe et sans croisement de [2 n ] et
 7 #  2 n  l’ensemble des involutions sans point fixe et sans paire imbrique ´  e de [2 n ] .
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 Soit  τ  une involution de [ n ] et ( c ,  a  )  5  F 2 1 ( τ  ) .  D’apre `  s la relation (3 . 1) ,  τ  est sans
 croisement (resp . sans paire imbrique ´  e) si et seulement si
 a i  5  c i 2 1 (resp .  a i  5  1)  pour  tout  i  P  Des( c ) .  (5 . 1)
 Dans ce cas , les relations (3 . 3) et (4 . 1) (resp . la relation (3 . 2)) entraı ˆ nent que
 inv( τ  )  5  2( c 0  1  c 1  1  ?  ?  ?  1  c n )  2  u Des( c ) u
 S resp .  inv( τ  )  5  c 0  1  c 1  1  ?  ?  ?  1  c n  1  O
 i P Pal( c )
 c i 2 1 D .
 Comme l’ensemble des chemins simplement marque ´  s ( c ,  a  ) de longueur  n  ve ´  rifiant
 (5 . 1) peut e ˆ  tre identifie ´  a `  l’ensemble des chemins de Motzkin de longueur  n ,  alors on a
 le re ´  sultat suivant .
 P ROPOSITION 5 . 1 .  F  en y  oie l ’ ensemble des chemins de Motzkin de longueur n sur
 l ’ ensemble ses in y  olutions sans croisement  ( resp . sans paire imbrique ´  e )  de  [ n ]  telle que ,
 si  τ  5  F ( c ) ,
 inv( τ  )  5  2( c 0  1  c 1  1  ?  ?  ?  1  c n )  2  u Des( c ) u  (5 . 2)
 S resp .  inv( τ  )  5  c 0  1  c 1  1  ?  ?  ?  1  c n  1  O
 i P Pal( c )
 c i 2 1 D .  (5 . 3)
 En conse ´  quence , le cardinal de  7 2 n ( resp .  7 #  2 n )  est e ´  gal au nombre de Catalan  C n .
 R EMARQUE .  Le polyno ˆ  me M n ( x ) de ´  fini par la relation (4 . 8) de ´  nombre donc les
 chemins de Motzkin de longueur  n  selon le nombre de leurs paliers .
 D’autre part , d’apre `  s le The ´  ore `  me 1 . 1 , on a l’interpre ´  tation suivante :
 C n ( x ,  y ,  z )  5  O
 τ  P 7 2 n
 x  pbr( τ  ) y D( τ  ) z  inv( τ  ) .
 P ROPOSITION 5 . 2 .  Les  C n ( x ,  y ,  z ) ( n  >  1)  satisfont la relation de re ´  currence
 C n ( x ,  y ,  z )  5  O
 0 < k < n 2 1
 x k y 2 k 1 1 z  4 k 1 1 C k ( x ,  y ,  z )C n 2 1 2 k ( x ,  y ,  z )  (5 . 4)
 a y  ec la condition initiale  C 0 ( x ,  y ,  z )  5  1 .
 D E ´  MONSTRATION .  D’apre `  s la relation (4 . 4) ,
 C n ( x ,  y ,  z )  5  I 2 n (0 ,  xz
 2 ,  0 ,  y ,  z ) .
 En remarquant que I 2 n 1 1 (0 ,  y ,  z ,  u ,  q )  5  0 ,  pour tout  n ,  la relation (4 . 7) implique que
 C n ( x
 2 ,  y ,  z )  5  O
 0 < k < n 2 1
 x 2 k y  2 k 1 1 z  4 k 1 1 C k ( x
 2 ,  y ,  z )C n 2 1 2 k ( x
 2 ,  y ,  z ) .
 En remplac ¸  ant  x 2 par  x ,  on obtient la Proposition 5 . 2 .  h
 On voit que C n (1 ,  q ,  1) et C n (1 ,  1 ,  q ) sont des  q -analogues des nombres de Catalan .
 On de ´  duit le re ´  sultat suivant , en tenant compte des relations (3 . 3) , (4 . 2) et (4 . 3) .
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 P ROPOSITION 5 . 3 .  On a les identite ´  s sui y  antes :
 C n ( x ,  y ,  z )  5  C n ( xz
 2 ,  yz ,  1)  5  C n ( xy
 2 2 ,  1 ,  yz ) ,
 C n ( x
 2 ,  y ,  z )  5  C n (1 ,  x
 2 1 y ,  xz ) ,
 C n (1 ,  q ,  1)  5  q
 n  O
 τ  P 7 2 n
 q 2pbr( τ  )  5  O
 c P Dyck(2 n )
 q c 0 1 .  .  . 1 c 2 n
 5  O
 τ  P 7 #  2 n
 q inv( τ  )  5  O
 τ  P 7 #  2 n
 q D( τ  ) ,
 C n (1 ,  1 ,  q )  5  q
 2 n  O
 τ  P 7 2 n
 q 2 D ( τ )  5  q 2 n  O
 τ  P 7 #  2 n
 q 2inv( τ  ) .
 ou `   Dyck(2 n )  de ´  signe l ’ ensemble des chemins de Dyck de longueur  2 n .
 Il vient de la relation (5 . 4) que C n ( q ,  1 ,  1)  5  C ˜  n ( q ) ; ce qui nous permet d’e ´  tablir le
 re ´  sultat suivant .
 P ROPOSITION 5 . 4 .  On a les interpre ´  tations sui y  antes :
 C ˜  n ( q )  5  O
 τ  P 7 2 n
 q pbr( τ  )  5  O
 τ  P 7 #  2 n
 q cr( τ  ) ,  (5 . 5)
 C ˜  n ( q )  5  C n ( q 2 1 ,  q 2 1 ,  q )  5  C n ( q 3 ,  q ,  q 2 1 ) ,  (5 . 6)
 C ˜  n ( q 2 )  5  C n (1 ,  q 2 1 ,  q )  5  q 2 n  O
 τ  P 7 #  2 n
 q inv( τ  )  5  q 2 n  O
 c P Dyck(2 n )
 q c 0 1?  ?  ?1 c 2 n  ,  (5 . 7)
 C ˜  n ( q 4 )  5  C n ( q 2 ,  q 2 1 ,  q ) .
 D E ´  MONSTRATION .  D’apre `  s ce qui pre ´  ce `  de , C ˜  n ( q )  5  C n ( q ,  1 ,  1) .  Donc
 C ˜  n ( q )  5  O
 τ  P 7 2 n
 q pbr( τ  )
 et la relation (4 . 4) implique que
 C ˜  n ( q )  5  O
 τ  P 7 #  2 n
 q cr( τ  ) .
 Les relations (5 . 6) , (5 . 7) et (5 . 8) se de ´  duisent de la Proposition 5 . 3 .  h
 6 .  D E ´  MONSTRATION  DU T HE ´  ORE `  ME 1 . 2
 Comme le cas des involutions , nous allons construire une bijection entre  & 2 n  et une
 certaine classe de chemins value ´  s de longueur 2 n  que nous appellerons  histoires de
 Genocchi .
 D E ´  FINITION 6 . 1 .  Une  histoire de Genocchi  de longueur 2 n  est un couple ( g  ,  p ) ou `
 ( g  5  ( g  0  ,  .  .  .  ,  g  2 n ) est un chemin de Dyck de longueur 2 n  et  p  5  (  p 1  ,  .  .  .  ,  p 2 n ) une
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 suite de 2 n  entiers telle que 0  <  p i  <   1 – 2 g  i 2 1   2  1 si  i  P  Des( g  ) et 0  <  p i  <    1 – 2 g  i 2 1   si
 i  P  Mont( g  ) .
 T HE ´  ORE `  ME 6 . 2 .  Il existe une bijection  ˚   de  & 2 n sur l ’ ensemble des histoires de
 Genocchi de longueur  2 n telle que , si  ( g  ,  p )  5  ˚  ( s  ) ,
 Des( g  )  5  h s  (1) ,  s  (3) ,  .  .  .  ,  s  (2 n  2  1) j ,  Mont( g  )  5  h s  (2) ,  s  (4) ,  .  .  .  ,  s  (2 n ) j .  (6 . 1)
 De plus ,
 inv( s  )  5  O 2 n
 i 5 1
 S
   g  i 2 1 2    1  p i D ;
 fix( s  )  5 U H 2 i  P  Mont( g  ) ;  p 2 i  5  g  2 i 2 1  1  1 2  J U .
 D E ´  MONSTRATION .  Soit  s  une permutation de Genocchi de [2 n ] et de ´  finissons ( g  ,  p )
 comme suit :
 (1)  g  5  ( g  0  ,  g  1  ,  .  .  .  ,  g  2 n ) est le chemin de ´  fini par la relation (6 . 1) ;
 (2)  p  5  (  p 1  ,  p 2  ,  .  .  .  ,  p 2 n ) est une suite de 2 n  entiers telle que
 p i  5 H u h 2 l  2  1 ;  1  <  l  ,  k ,  s  (2 l  2  1)  .  s  (2 k  2  1) j u u h 2 l ;  k  ,  l  <  n ,  s  (2 l )  ,  s  (2 k ) j u  si  i  5  s  (2 k  2  1) ; si  i  5  s  (2 k ) .  (6 . 2)
 En d’autres termes ,  p s  ( 1 )  p s (3)  ?  ?  ?  p s (2 n 2 1) est la table d’inversion (a `  gauche) de
 s  (1) s  (3)  ?  ?  ?  s  (2 n  2  1)  et  p s  (2)  p s (4)  ?  ?  ?  p s (2 n ) la table d’inversion a `  droite de
 s  (2) s  (4)  ?  ?  ?  s  (2 n ) .
 La me ´  thode de de ´  termination des  p i  est donc analogue a `  celle utilise ´  e par Foata et
 Zeilberger dans [10] .
 Montrons d’abord que ( g  ,  p ) ainsi de ´  fini est bien une histoire de Genocchi . La
 relation (6 . 1) est e ´  quivalente a `
 Pour  tout  i  P  [2 n ]  ( i  P  Des( g  )  ï  s  2 1 ( i )  ,  i ) .
 Par suite , on a , pour tout  i  P  [2 n ] ,
 g i  5  g  i 2 1  1  χ  ( s  2 1 ( i )  >  i )  2  χ  ( s  2 1 ( i )  ,  i )
 ou `
 χ  ( A )  5 H 1  si  A  est  un  e´ nonce ´  vrai ;
 0  si  A  est  un  e´ nonce ´  faux ;
 D’ou `
 g i  5  u h  j  <  i ;  s  2 1 (  j )  >  j j u  2  u h  j  <  i ;  s  2 1 (  j )  ,  j j
 5  2 u h  j  <  i ;  s  2 1 (  j )  >  j j u  2  i
 5  2[ u h l  <  i ;  s  ( l )  <  l j u  1  u h  j  <  i ;  s  2 1 (  j )  .  i j u ]  2  i
 5  2
   i  2  1 2    2  i  1  2 u h  j  <  i ;  s  2 1 (  j )  .  i j u
 5  2
   i  2  1 2    2  i  1  2 u h  j  <  i ;  s  (  j )  .  i j u
 ou `    x   de ´  signe le plus petit entier  >  x .
 Fractions continues  89
 On a alors les identite ´  s suivantes (1  <  k  <  n ) :
 g  2 k 2 1  5  2  u h  j  <  2 k  2  1 ;  s  (  j )  .  2 k  2  1 j u  2  1
 5  2  u h  j  <  2 k  2  1 ;  s  2 1 (  j )  .  2 k  2  1 j u  2  1 ;  (6 . 3)
 g  2 k  5  2  u h  j  <  2 k ;  s  (  j )  .  2 k j u  5  2  u h  j  <  2 k ;  s  2 1 (  j )  .  2 k j u .
 Il en re ´  sulte que  g  est bien un chemin de Dyck . Par ailleurs , les relations (6 . 1) et (6 . 2)
 impliquent que
 5  0  <  p i  <  
 g  i 2 1
 2    2  1
 0  <  p i  <
   g  i 2 1 2  
 si  i  P  Des( g  ) ;
 si  i  P  Mont( g  ) .
 (6 . 4)
 On de ´  finit ainsi une application  ˚  :  s  S  ( g  ,  p ) de  & 2 n  dans l’ensemble des histoires de
 Genocchi de longueur 2 n .  Montrons qu’elle est bijective . Pour cela , soient ( g  ,  p ) une
 histoire de Genocchi de longueur 2 n  et  s  un ante ´  ce ´  dent de ( g  ,  p ) par  ˚  ,  s’il existe .
 Notons  m 1  ,  m 2  ,  ?  ?  ?  ,  m n  les e ´  le ´  ments ordonne ´  s de Mont( g  ) et  d 1  ,  d 2  ,  .  .  .  ,  d n
 ceux de Des( g  ) .  Alors la donne ´  e de  p d 1  ,  p d 2  ,  .  .  .  ,  p d n  (resp .  p m 1  ,  p m 2  ,  .  .  .  ,  p m n )
 de ´  termine entie `  rement  s  (1) ,  s  (3) ,  .  .  .  ,  s  (2 n  2  1) (resp .  s  (2) ,  s  (4) ,  .  .  .  ,  s  (2 n )) .
 En ef fet , posons , pour simplifier , I n  5  h 1 ,  3 ,  .  .  .  ,  2 n  2  1 j ,  M n  5  h m 1  ,  m 2  ,  .  .  .  ,  m n j .
 Ne ´  cessairement , on a , d’une part ,
 s  2 1 ( d 1 ) est le (  p d 1  1  1)-e `  me e ´  le ´  ment de I n ;
 s  2 1 ( d 2 ) est le (  p d 2  1  1)-e `  me e ´  le ´  ment de I n  \ h s
 2 1 ( d 1 ) j ;
 ? ? ?
 s  2 1 ( d k  est le (  p d k  1  1)-e `  me e ´  le ´  ment de I n  \ h s
 2 1 ( d 1 ) ,  s
 2 1 ( d 2 ) ,  .  .  .  ,  s
 2 1 ( d k 2 1 ) j ;
 ? ? ?
 et d’autre part ,
 si  l 1 est le plus grand entier tel que le ( l 1  1  1)- e` me e ´  le ´  ment m * 1  de M n  ve ´  rifie
 p m 1 *  5  l 1  ,  alors  s
 2 1 ( m 1 *)  5  2 ;
 si  l 2 est le plus grand entier tel que le ( l 2  1  1)-e `  me e ´  le ´  ment  m * 2  de M n  \ h m * 1  j  ve ´  rifie
 p m 2 *  5  l 2  ,  alors  s
 2 1 ( m 2 *)  5  4 ;
 ? ? ?
 si  l k  est le plus grand entier tel que le ( l k  1  1)-e `  me e ´  le ´  ment  m * k   de M n  \ h m * 1  ,  m * 2  ,  .  .  .  ,
 m * k 2 1 j  verifie  p m k *  5  l k  ,  alors  s
 2 1 ( m * k  )  5  2 k .
 ? ? ?
 Remarquons que  l k  existe car si  m
 ( k )
 1  est le premier e ´  le ´  ment de M n  \ h m * 1  ,  m * 2  ,  .  .  .  ,
 m * k 2 1 j ,  alors  p m 1 ( k )  5  0 .
 Par conse ´  quent , pour tout  k  P  [ n ] ,  s  2 1 ( d k ) est infe ´  rieur ou e ´  gal au (  p d k  1  k )-e `  me
 e´ le ´  ment de I n  ,  i . e .  s  2 1 ( d k )  ,  2(  p d k  1  k ) ,  et , comme  m * k   est e ´  gal a `  un certain  m l k 1 j
 (1  <  j  <  k ) , l k  5  p m l k 1 j  <    1 – 2 ( g  m l k 1 j 2 1 )  .
 Or , comme  g  i 2 1  5  u h  j  ,  i ;  j  P  Mont( g  ) j u  2  u h  j  ,  i ;  j  P  Des( g  ) j u  pour tout  i  P  [ n ] ,  on a ,
 pour tout  k  P  [ n ] ,
 g  d k 2 1  5  d k  2  2 k  1  1 ,  g  m k 2 1  5  2 m k  1  2 k  2  1 .
 Donc , en vertu de la relation (6 . 4) , on a , pour tout  k  P  [ n ] ,
 s  2 1 ( d k )  ,  2 S
   g  d k 2 1 2    2  1  1  k D  5  2   d k  2  1 2    <  d k  ,
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 et
 l k  <
   g  m l k 1 j 2 1 2    5  l k  2    m l k 1 j  2  2 j 2    .
 Ce qui implique ne ´  cessairement que , pour tout  k  P  [ n ] ,
 m * k  5  m l k 1 j  <  2 k .
 La permutation  s  ainsi obtenue est bien une permutation de Genocchi .
 L’e ´  galite ´  fix( s  )  5  u h 2 i  P  Mont( g  ) ;  p 2 i  5  1 – 2 ( g  2 i 2 1  1  1) j u  se de ´  duit des relations (6 . 2) et
 (6 . 3) . Quant a `  inv( s  ) ,  on peut e ´  crire
 inv( s  )  5  O
 j , s  (  j )
 u h i  ,  j ;  s  ( i )  .  s  (  j ) j u  1  O
 j > s  (  j )
 u h i  ,  j ;  s  ( i )  .  s  (  j ) j u .
 La premie `  re somme est e ´  gale a `   o k . s 2 1 ( k )  u h i  ,  s  2 1 ( k ) ;  s  ( i )  .  k j u ,  soit  o k P Des( g  )  p k
 d’apre `  s (6 . 2) . La deuxie `  me peut s’e ´  crire
 O
 j > s  (  j )
 u h i  ,  j ;  s  ( i )  .  j j u  1  O
 j > s  (  j )
 u h i  ,  j ;  s  (  j )  ,  s  ( i )  <  j j u
 5  O n
 j 5 1
 u h i  ,  2 j ;  s  ( i )  .  2 j j u  1  O
 j > s  (  j )
 u h i  ,  j ;  s  (  j )  ,  s  ( i )  <  i j u
 1  O
 j > s  (  j )
 u h i  ,  j ;  i  ,  s  ( i )  <  j ;  s  (  j )  ,  s  ( i ) j u
 5  O n
 j 5 1
 u h i  ,  2 j ;  s  ( i )  .  2 j j u  1  O
 i < s 2 1 ( i )
 u h  j  ,  i ;  s  2 1 (  j )  .  s 2 1 ( i ) j u
 1  O
 i . s 2 1 ( i )
 u h  j  ,  i ;  s  2 1 (  j )  >  i j u .
 Il re ´  sulte des relations (6 . 2) et (6 . 3) que
 O
 j > s  (  j )
 u h i  ,  j ;  s  ( i )  .  s  (  j ) j u  5  O n
 j 5 1
 g  2 i
 2
 1  O
 i P Mont( g  )
 p i  1  O
 i P Des( g  )
   g i 2 1 2  
 5  O 2 n
 j 5 1
   g  i 2 1 2    1  O i P Mont( g  )  p i  .
 d’ou `  le re ´  sultat .  h
 Soit maintenant  g  un chemin de Dyck de longueur 2 n ,  & 2 n ( g  ) ,  l’ensemble des
 permutations de Genocchi de [2 n ] associe ´  es a `   g  par la bijection  ˚  .
 P ROPOSITION 6 . 3 .  On a :
 É  ( g  )  : 5  O
 s P &  2 n ( g  )
 x fix( s  ) q inv( s  )  5  P 2 n
 i 5 1
 É i ( g  )
 ou `
 É  2 i 2 1 ( g  )  5  5  q
 g  2 i 2 2 F g  2 i 2 2
 2
 G
 q
 F g  2 i 2 2
 2
 1  1 G
 q
 si  2 i  2  1  P  Des( g  ) ;
 si  2 i  2  1  P  Mont( g  ) ;
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 et
 É  2 i ( g  )  5  5  q
 g  2 i 2 1 F g  2 i 2 1  1  1
 2
 G
 q
 F g  2 i 2 1  1  1
 2
 G
 q
 1  xq
 1 – 2 ( g  2 i 2 1 1 1)
 si  2 i  P  Des( g  ) ;
 si  2 i  P  Mont( g  ) .
 D E ´  MONSTRATION .  Soit  s  P  &  2 n ( g  ) ,  s  5  ˚  2 1 ( g  ,  p ) .  D’apre `  s le The ´  ore `  me 6 . 2 , on a :
 x fix( s  ) q inv( s  )  5  P
 2 i 2 1 P Mont( g  )
 q p 2 i 2 1  P
 2 i P Mont( g  )
 x χ  (  p 2 i 5
 1 – 2 ( g  2 i 2 1 1 1)) q p 2 i
 3  P
 2 i 2 1 P Des( g  )
 q g  2 i 2 2 1 p 2 i 2 1  P
 2 i P Des( g  )
 q g  2 i 2 1 1 p 2 i  .
 Par conse ´  quent ,
 É  ( g  )  5  P
 2 i 2 1 P Mont( g  )
 O 1 – 2 g  2 i 2 2
 k 5 0
 q k  P
 2 i P Mont( g  )
 O 1 – 2 ( g  2 i 2 1 1 1)
 k 5 0
 x χ  ( k 5
 1 – 2 ( g  2 i 2 1 1 1)) q k
 3  P
 2 i 2 1 P Des( g  )
 O 1 – 2 g  2 i 2 2 2 1
 k 5 0
 q
 1 – 2 g  2 i 2 2 1 k  P
 2 i P Des( g  )
 O 1 – 2 ( g  2 i 2 1 1 1) 2 1
 k 5 0
 q g  2 i 2 1 1 k .
 Apre `  s simplification , on obtient la Proposition 6 . 3 .  h
 Le The ´  ore `  me 1 . 2 s’en de ´  duit , en appliquant le The ´  ore `  me 1 . 3 avec
 a 2 k 2 1  5  [ k ] q  1  xq
 k ,  a 2 k  5  [ k  1  1] q  ,
 b 2 k 2 1  5  q
 2 k 2 1 [ k ] q  ,  b 2 k  5  q
 2 k [ k ] q  ,  c k  5  0 .
 En prenant  x  5  q  5  1 puis  x  5  0 , q  5  1 dans le The ´  ore `  me 1 . 2 et en tenant compte des
 re ´  sultats dans [5 ,  6] , on retrouve les de ´  veloppements en fractions continues des se ´  ries
 ge ´  ne ´  ratrices ordinaires de nombres de Genocchi et des nombres de Genocchi
 me ´  dians suivants (voir [17] et [8]) .
 P ROPOSITION 6 . 4 .  On a :
 1  1  O
 n > 1
 G 2 n 1 2 t
 n  5
 1
 ,
 1  2
 1  ?  1 t
 1  2
 1  ?  2 t
 1  2
 2  ?  2 t
 1  2
 2  ?  3 t
 1  2
 3  ?  3 t
 ?  ?  ?
 1  1  O
 n > 1
 H 2 n 1 1 t
 n  5
 1
 .
 1  2
 1 2 t
 1  2
 1 2 t
 1  2
 2 2 t
 1  2
 2 2 t
 1  2
 3 2 t
 ?  ?  ?
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